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확장 유클리드 알고리즘
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확장 유클리드 알고리즘
선형 디오판토스 방정식

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 의 정수해를 구하는 방정식
• gcd 𝑎, 𝑏 | 𝑐 일 때만 정수해 존재

- 베주 항등식

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = gcd(𝑎, 𝑏) 를 해결할 수 있으면 전체 문제를 해결할 수 있음
- 양변에 𝑐/gcd(𝑎, 𝑏) 를 곱하면 됨
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확장 유클리드 알고리즘
확장 유클리드 알고리즘

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = gcd(𝑎, 𝑏) 의 정수해 (𝑥, 𝑦) 를 구하는 알고리즘

• 𝑎 = 0 이면 𝑏𝑦 = 𝑏, 𝑥, 𝑦 = (0,1)

• 𝑏 = 0 이면 𝑎𝑥 = 𝑎, 𝑥, 𝑦 = (1,0)

• 유클리드 호제법의 종료 조건과 동일

• 𝑏𝑥′ + 𝑟𝑦′ = gcd(𝑏, 𝑟) 의 답을 이용해
• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = gcd(𝑎, 𝑏) 의 답을 구할 수 있다면
• 유클리드 호제법과 동일한 방법으로 해결할 수 있음
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확장 유클리드 알고리즘
확장 유클리드 알고리즘

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = gcd 𝑎, 𝑏 = 𝑏𝑥′ + 𝑟𝑦′

• = 𝑏𝑥′ + 𝑎 − 𝑞𝑏 𝑦′

• = 𝑏𝑥′ + 𝑎𝑦′ − 𝑞𝑏𝑦′

• = 𝑎𝑦′ + 𝑏(𝑥′ − 𝑞𝑦′)

• ∴ 𝑥, 𝑦 = 𝑦′, 𝑥′ − 𝑞𝑦′ = (𝑦′, 𝑥′ −
𝑎

𝑏
𝑦′)

• 선형 디오판토스 방정식의 특수해를 찾음
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확장 유클리드 알고리즘
선형 디오판토스 방정식

• 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 를 풀어보자
- 𝑑 = gcd(𝑎, 𝑏) ∤ 𝑐 이면 해가 존재하지 않음

• 특수해
- 𝑎𝑥′ + 𝑏𝑦′ = 𝑑 의 특수해 (𝑥′, 𝑦′) 를 구한 다음 (확장 유클리드 알고리즘)

- 𝑎
𝑐

𝑑
𝑥′ + 𝑏

𝑐

𝑑
𝑦′ = 𝑐 를 이용해

- 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 의 특수해 𝑥0, 𝑦0 = (
𝑐

𝑑
𝑥′,

𝑐

𝑑
𝑦′) 를 구할 수 있음
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확장 유클리드 알고리즘
선형 디오판토스 방정식

• 일반해
- 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 = 𝑐 를 만족하는 특수해 𝑥0, 𝑦0  을 하나 알고 있을 때

- 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 를 만족하는 모든 정수해 (𝑥, 𝑦) 를 구해야 함

- 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0 = 𝑐

- 𝑎 𝑥 − 𝑥0 = 𝑏(𝑦0 − 𝑦)

- 𝑦가 존재 ⇔ 𝑏 | 𝑎(𝑥 − 𝑥0)

- 𝑦가 존재 ⇔ 𝑏/gcd(𝑎, 𝑏) | 𝑥 − 𝑥0
- 𝑎 | 𝑏𝑐 ⇔ 𝑏/gcd(𝑎, 𝑏) | 𝑐

- 𝑥 ≡ 𝑥0 𝑚𝑜𝑑
𝑏

gcd 𝑎,𝑏

- 𝑥, 𝑦 = (𝑥0 +
𝑏

𝑑
𝑡, 𝑦0 −

𝑎

𝑑
𝑡)
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확장 유클리드 알고리즘
BOJ 14565 역원(Inverse) 구하기

• n, a 주어지면 Zn에서 a의 덧셈 역원과 곱셈 역원을 구하는 문제

• 덧셈 역원
- a + x = 0 (mod n) 을 만족하는 x

- x = n – a

• 곱셈 역원
- ax = 1 (mod n) 을 만족하는 x

- ax + ny = 1
- 선형 디오판토스 방정식

- a, n이 서로소일 때만 존재

- 주로 a-1 (mod n) 이라고 표기함
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페르마 소정리

10



페르마 소정리
페르마 소정리

• 𝑝가 소수이고 𝑎, 𝑝가 서로소일 때 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

• 증명
- {𝑎, 2𝑎, 3𝑎,⋯ , 𝑝 − 1 𝑎}를 𝑝로 나눈 나머지의 집합은 1,2,3,⋯ , 𝑝 − 1

- 𝑎 × 2𝑎 × 3𝑎 × ⋯× 𝑝 − 1 𝑎 ≡ 1 × 2 × 3 ×⋯× 𝑝 − 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝

- 𝑝 − 1 ! 𝑎𝑝−1 = 𝑝 − 1 ! (𝑚𝑜𝑑 𝑝)

- 𝑝는 소수이므로 𝑝와 𝑝 − 1 ! 은 서로소

- 양변을 𝑝 − 1 ! 로 나누면

- 𝑎𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)
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페르마 소정리
페르마 소정리

• 𝑎𝑝−1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝

• 𝑎 × 𝑎𝑝−2 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝

• 𝑝가 소수이고 𝑎, 𝑝가 서로소이면 𝑎𝑝−2는 𝑎의 곱셈 역원

• 확장 유클리드 알고리즘을 모르는 경우에도 곱셈 역원을 쉽고 빠르게 구할 수 있음
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페르마 소정리
BOJ 20412 추첨상 사수 대작전! (Hard)

• 𝑀, 𝑆, 𝑋, 𝑌가 주어짐. 𝑀은 소수
• 𝑋 ≡ 𝑎𝑆 + 𝑐 𝑚𝑜𝑑 𝑀 , 𝑌 ≡ 𝑎𝑋 + 𝑐 (𝑚𝑜𝑑 𝑀)을 만족하는 𝑎, 𝑐를 찾는 문제

• 두 식을 연립하면 𝑋 − 𝑌 ≡ 𝑎 𝑆 − 𝑋 (𝑚𝑜𝑑 𝑀)

• 𝑎 ≡ 𝑋 − 𝑌 × 𝑆 − 𝑋 −1 (𝑚𝑜𝑑 𝑀)

- 𝑀이 소수이므로 페르마 소정리를 이용해 𝑎를 구할 수 있음

• 𝑐 ≡ 𝑋 − 𝑎𝑆 (𝑚𝑜𝑑 𝑀)
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중국인의 나머지 정리
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중국인의 나머지 정리
중국인의 나머지 정리

• 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 , {𝑚1, 𝑚2, ⋯ ,𝑚𝑛}이 주어지면 𝑎 ≡ 𝑎𝑖(𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑖)를 만족하는 𝑎를 구하는 방법
- 𝑎 ≡ 𝑎1 𝑚𝑜𝑑 𝑚1 , 𝑎 ≡ 𝑎2(𝑚𝑜𝑑 𝑚2)를 만족하는 𝑎를 구할 수 있으면

- 그 방법을 𝑛 − 1번 적용해서 전체 문제를 해결할 수 있음

- 𝑛 = 2인 문제만 생각하자.

• 𝑎 ≡ 𝑎1 𝑚𝑜𝑑 𝑚1 ⇔ 𝑎 = 𝑎1 +𝑚1𝑥를 만족하는 정수 𝑥 존재
• 𝑎 ≡ 𝑎2 𝑚𝑜𝑑 𝑚2 ⇔ 𝑎 = 𝑎2 −𝑚2𝑦를 만족하는 정수 𝑦 존재
• 연립하면 𝑚1𝑥 + 𝑚2𝑦 = 𝑎2 − 𝑎1

- gcd 𝑚1,𝑚2 ∤ 𝑎2 − 𝑎1이면 해 없음, 해 존재 ⇔ 𝑎1 ≡ 𝑎2 𝑚𝑜𝑑 𝑔

- 확장 유클리드로 𝑥 구한 다음, 𝑎 = 𝑎1 +𝑚1𝑥 계산하면 됨

- 𝑎는 0 이상 𝑙𝑐𝑚(𝑚1,𝑚2) 미만에서 유일함
- 증명은 스스로 해보자.
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중국인의 나머지 정리
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윌슨 정리
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윌슨 정리
윌슨 정리

• 𝑝가 소수이면 𝑝 − 1 ! ≡ −1 𝑚𝑜𝑑 𝑝

• 증명
- 𝑝 = 2 이면 1! ≡ 1 ≡ −1 𝑚𝑜𝑑 2 이므로 참

- 이제 𝑝 > 2 인 경우, 즉 𝑝가 홀수 소수인 경우만 보면 된다.

- 집합 𝑆 = {1, 2,⋯ , 𝑝 − 1} 와 𝑆의 한 원소 𝑟𝑖 ∈ 𝑆를 생각해 보자.

- gcd 𝑟𝑖 , 𝑝 = 1이므로 𝑟𝑖𝑥 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 인 𝑥 ∈ 𝑆가 존재한다.

- 𝑥를 𝑥 = 𝑝𝑞 + 𝑟 (0 < 𝑟 < 𝑝)로 표현할 수 있으므로 𝑥 ≡ 𝑟𝑗 𝑚𝑜𝑑 𝑝 를 만족하는 𝑟𝑗 ∈ 𝑆가 존재한다.

- 다시 말해, 모든 𝑟𝑖 ∈ 𝑆에 대해 𝑟𝑖𝑟𝑗 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 인 𝑟𝑗 ∈ 𝑆가 존재한다.

- 이때, 𝑟𝑖
2 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝 인 𝑟𝑖는 1, 𝑝 − 1 두 개 뿐이다.

- 𝑝는 홀수이므로 2, 3, 4,⋯ , 𝑝 − 2 의 원소의 개수인 𝑝 − 3은 짝수이다.

- 𝑝 − 3개의 원소 사이에 완전 매칭이 존재하므로, 2 × 3 ×⋯× 𝑝 − 2 ≡ 1
𝑝−3

2 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑝

- 따라서 𝑝 − 1 ! ≡ 1 × 1(𝑝−3)/2 × 𝑝 − 1 ≡ 𝑝 − 1 ≡ −1 𝑚𝑜𝑑 𝑝
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오일러 피 함수
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오일러 피 함수
오일러 피 함수

• 양의 정수 𝑛에 대해, 𝜙 𝑛 = 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 인 양의 정수 𝑠 중 gcd 𝑛, 𝑠 = 1 을 만족하는 𝑠의 개수

• 몇 가지 간단한 예시
- 𝜙 1 = 1

- 𝑝가 소수면 𝜙 𝑝 = 𝑝 − 1

- 𝑝가 소수, 𝑟이 양의 정수면 𝜙 𝑝𝑟 = 𝑝𝑟 −
𝑝𝑟

𝑝
= 𝑝𝑟−1(𝑝 − 1) = 𝑝𝑟(1 − 1/𝑝)

• Theorem. 두 양의 정수 𝛼, 𝛽가 서로소라면 𝜙 𝛼𝛽 = 𝜙 𝛼 𝜙(𝛽)

- 𝐴 = 𝑥 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼, gcd 𝑥, 𝛼 = 1}

- 𝐵 = 𝑥 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛽, gcd 𝑥, 𝛽 = 1}

- 𝐶 = 𝑥 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼𝛽, gcd 𝑥, 𝛼𝛽 = 1}

- 𝑅 = 𝐴 × 𝐵 = 𝑎, 𝑏 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}

- 𝐶와 𝑅 사이에 일대일 대응(bijection) 𝑓: 𝐶 → 𝑅이 존재함을 증명하면 됨
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오일러 피 함수
오일러 피 함수

• 양의 정수 𝑛에 대해, 𝜙 𝑛 = 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 인 양의 정수 𝑠 중 gcd 𝑛, 𝑠 = 1 을 만족하는 𝑠의 개수

• Theorem. 두 양의 정수 𝛼, 𝛽가 서로소라면 𝜙 𝛼𝛽 = 𝜙 𝛼 𝜙(𝛽)

- 𝐶 = 𝑥 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼𝛽, gcd 𝑥, 𝛼𝛽 = 1}

- 𝑅 = 𝐴 × 𝐵 = 𝑎, 𝑏 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}

- 𝑓 𝑥 = (𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝛼, 𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝛽)가 일대일 대응 함수임을 증명하자.

- 즉, 모든 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅에 대해, 𝑥 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝛼 , 𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝛽)인 𝑥 ∈ 𝐶가 유일하게 존재함을 증명한다.

- (존재성)
- 중국인의 나머지 정리에 의해 𝑥 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝛼 , 𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝛽)인 정수 𝑥는 0 ≤ 𝑥 < 𝛼𝛽 범위 내에 존재함

- 𝑎, 𝑏 ≠ 0이므로 1 ≤ 𝑥 < 𝛼𝛽

- gcd 𝑥, 𝛼 = gcd(𝑥, 𝛽) = 1 이므로 gcd 𝑥, 𝛼𝛽 = 1

- 따라서 𝑥 ∈ 𝐶가 항상 존재함
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오일러 피 함수
오일러 피 함수

• 양의 정수 𝑛에 대해, 𝜙 𝑛 = 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 인 양의 정수 𝑠 중 gcd 𝑛, 𝑠 = 1 을 만족하는 𝑠의 개수

• Theorem. 두 양의 정수 𝛼, 𝛽가 서로소라면 𝜙 𝛼𝛽 = 𝜙 𝛼 𝜙(𝛽)

- 𝐶 = 𝑥 1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼𝛽, gcd 𝑥, 𝛼𝛽 = 1}

- 𝑅 = 𝐴 × 𝐵 = 𝑎, 𝑏 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵}

- 𝑓 𝑥 = (𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝛼, 𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝛽)가 일대일 대응 함수임을 증명하자.

- 즉, 모든 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅에 대해, 𝑥 ≡ 𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝛼 , 𝑥 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝛽)인 𝑥 ∈ 𝐶가 유일하게 존재함을 증명한다.

- (유일성)
- 두 정수 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶에 대해 𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑦)라고 하자.

- 𝑓 𝑥 = 𝑓(𝑦)이면 𝛼 𝑥 − 𝑦 , 𝛽 (𝑥 − 𝑦)이 성립하고, gcd 𝛼, 𝛽 = 1이므로 𝛼𝛽|(𝑥 − 𝑦) 또한 성립한다.

- 1 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 𝛼𝛽이므로 𝑥와 𝑦는 같을 수밖에 없다.

- 따라서 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅에 대해 𝑓 𝑥 = (𝑎, 𝑏)인 𝑥가 존재한다면, 𝑥는 집합 𝐶에서 유일하다.
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오일러 피 함수
오일러 피 함수

• 양의 정수 𝑛에 대해, 𝜙 𝑛 = 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 인 양의 정수 𝑠 중 gcd 𝑛, 𝑠 = 1 을 만족하는 𝑠의 개수

• 오일러 피 함수의 성질
- 𝜙 1 = 1

- 𝑝가 소수, 𝑟이 양의 정수면 𝜙 𝑝𝑟 = 𝑝𝑟 −
𝑝𝑟

𝑝
= 𝑝𝑟−1(𝑝 − 1) = 𝑝𝑟(1 − 1/𝑝)

- 두 양의 정수 𝛼, 𝛽가 서로소라면 𝜙 𝛼𝛽 = 𝜙 𝛼 𝜙 𝛽

• 오일러 피 함수의 계산
- 𝑛 > 1의 소인수 분해 𝑛 = ∏𝑝𝑖

𝑒𝑖를 생각하자.

- 𝑝𝑖
𝑒𝑖들끼리는 서로소이므로 𝜙 𝑛 = 𝜙 𝑝1

𝑒1 𝜙 𝑝2
𝑒2 ⋯𝜙 𝑝𝑘

𝑒𝑘 = ∏𝜙(𝑝𝑖
𝑒𝑖)이다.

- 𝜙 𝑛 = ∏𝑝𝑖
𝑒𝑖 1 −

1

𝑝𝑖
= 𝑛∏

𝑝𝑖−1

𝑝𝑖
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오일러 피 함수
오일러 정리

• 양의 정수 𝑎, 𝑏가 서로소이면 𝑎𝜙(𝑏) ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑏

- 𝑏가 소수면 페르마의 소정리와 같음

• 증명
- 𝑏 = 1이면 모든 정수는 𝑚𝑜𝑑 𝑏에서 1 ≡ 0과 합동이므로 참. 𝑏 > 1인 상황만 고려하자.

- 𝑏로 나눈 나머지가 서로 다른 원소들의 집합 {1,2,3,⋯ , 𝑏}를 생각해 보자.

- gcd 𝑏, 𝑠 = 1인 𝜙(𝑏)개의 원소를 차례대로 𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟𝑡라고 하자. (단, 𝑡 = 𝜙(𝑏))

- Claim. 𝑆1 = {𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, ⋯ , 𝑎𝑟𝑡}의 원소를 𝑏로 나눈 원소들의 집합은 𝑆2 = {𝑟1, 𝑟2, ⋯ , 𝑟𝑡}와 같다.
- 𝑎𝑟𝑖 ≡ 𝑎𝑟𝑗 𝑚𝑜𝑑 𝑏 이면 𝑟𝑖 ≡ 𝑟𝑗 𝑚𝑜𝑑 𝑏 임을 증명하면 되고, gcd 𝑎, 𝑏 = 1이므로 양변을 𝑎로 나누면 쉽게 얻을 수 있다.

- 따라서 𝑆1의 모든 원소를 곱한 값과 𝑆2의 모든 원소를 곱한 값은 𝑚𝑜𝑑 𝑏에서 합동이다.

- 𝑎𝑟1 × 𝑎𝑟2 ×⋯× 𝑎𝑟𝑡 ≡ 𝑎𝑡𝑟1𝑟2⋯𝑟𝑡 ≡ 𝑟1𝑟2⋯𝑟𝑡 𝑚𝑜𝑑 𝑏

- gcd 𝑟𝑖 , 𝑏 = 1이므로 양변을 𝑟1𝑟2⋯𝑟𝑡로 나누면 𝑎𝑡 ≡ 𝑎𝜙 𝑏 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑 𝑏
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오일러 피 함수
ab! mod C

• 1 ≤ a, b ≤ 106

• C = 109+7 (소수)

• gcd 𝑎, 𝐶 = 1이므로 𝑎𝜙(𝐶) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝐶)

• 따라서 𝑎𝑏! ≡ 𝑎𝑏! 𝑚𝑜𝑑 𝜙 𝐶 (𝑚𝑜𝑑 𝐶)

• 오일러 정리를 이용하면 지수의 크기를 줄일 수 있다는 점을 알면 좋다!

25



이항 계수
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이항 계수 (1)
이항 계수

• 𝑛𝐶𝑟 =
𝑛!

𝑟! 𝑛−𝑟 !
를 어떤 수로 나눈 나머지를 빠르게 계산해 보자

- 소수 𝑝로 나눈 나머지
- 전처리 𝑂(𝑛 + log𝑝), 쿼리 𝑂(1)

- 전처리 𝑂(𝑝 + log𝑝), 쿼리 𝑂(log𝑛)

- 소수의 거듭제곱 𝑝𝑒으로 나눈 나머지
- 전처리 𝑂(𝑝𝑒), 쿼리 𝑂(log𝑛 + log𝑝)

- 합성수 𝑚 = 𝑝1
𝑒1𝑝2

𝑒2𝑝3
𝑒3 ⋯𝑝𝑘

𝑒𝑘로 나눈 나머지
- 전처리 𝑂(σ𝑝𝑖

𝑒𝑖), 쿼리 𝑂(log𝑛 + log𝑚)
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이항 계수 (1)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝 - 𝑂(𝑛 + log 𝑝 + 𝑞)

• fac[n] = 𝑛!𝑚𝑜𝑑 𝑝
- 𝑂(𝑛)에 전처리 가능

• inv[n] = (𝑛!)−1 𝑚𝑜𝑑 𝑝
- 매번 곱셈 역원을 구하면 𝑂(𝑛 log 𝑝)

-
1

𝑛!
=

1

𝑛+1 !
× (𝑛 + 1)임을 이용하면 𝑂(𝑛 + log 𝑝)에 전처리 가능

• 전처리
- fac[0] = 1; for(int i=1; i<=sz; i++) fac[i] = fac[i-1] * i % p;

- inv[sz] = pow_mod(fac[sz], p-2, p);

- for(int i=sz; i>=0; i--) inv[i] = inv[i+1] * (i+1) % p;

• fac[n] * inv[r] % p * inv[n-r] % p 를 이용해 𝑂(1)에 쿼리 가능
• 𝑛 < 𝑝 일 때만 사용 가능
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이항 계수 (2)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝 - 𝑂(𝑝 + log 𝑝 + 𝑞 log 𝑛)

• 𝑝가 작고 𝑛이 클 때 사용
• 𝑛, 𝑟을 𝑝진법으로 전개하자.

- 𝑛 = 𝑛𝑘𝑝
𝑘 + 𝑛𝑘−1𝑝

𝑘−1 +⋯+ 𝑛1𝑝
1 + 𝑛0

- 𝑟 = 𝑟𝑘𝑝
𝑘 + 𝑟𝑘−1𝑝

𝑘−1 +⋯+ 𝑟1𝑝
1 + 𝑟0

• Lucas’s Theorem
- 𝑛𝐶𝑟 ≡ ∏𝑛𝑖𝐶𝑟𝑖 𝑚𝑜𝑑 𝑝

- 증명은 어려우니까 생략

• 𝑛𝑖 < 𝑝 이므로 앞에서 사용한 풀이를 적용할 수 있음
- 𝑝까지만 전처리해도 되므로 𝑂(𝑝 + log 𝑝)에 전처리 가능

• 앞에서 사용한 풀이를 log𝑝 𝑛번 적용해야 하므로 𝑂(log𝑛)에 쿼리 가능
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이항 계수 (2)
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이항 계수 (3)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒 - 𝑂(𝑝𝑒 + 𝑞(log 𝑛 + log 𝑝))

• 𝑝가 곱해진 횟수도 중요함
- 𝑛!은 𝑝𝑒의 배수지만 𝑛𝐶𝑟은 𝑝𝑒의 배수가 아닐 수 있음

• 𝑛!에 𝑝가 몇 번 곱해졌는지 구해야 함
• 구체적으로, 𝑛! = 𝑝𝑡𝑚일 때 (𝑡,𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)를 구해야 함

- 이걸 구해 놓으면 𝑛𝐶𝑟은 𝑂(log 𝑝𝑒)에 구할 수 있음

- 곱셈 역원을 구해야 하기 때문
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이항 계수 (3)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒 - 𝑂(𝑝𝑒 + 𝑞(log 𝑛 + log 𝑝))

• 𝑛! = 𝑝𝑡𝑚 으로 표현할 때, 𝑡, 𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒 를 구하는 방법을 알아보자. (단, 𝑚은 𝑝와 서로소)
- 𝑛 = 𝑝𝑞 + 𝑟 = 𝑝𝑒𝑞′ + 𝑟′

- [1, 𝑛]에서 𝑝의 배수가 아닌 수
- 𝑓 𝑖 ≔ [1, 𝑖]에서 𝑝의 배수가 아닌 수를 곱한 값을 𝑝𝑒로 나눈 나머지

- [1, 𝑝𝑒 − 1]에 있는 수를 곱하면 𝑓(𝑝𝑒 − 1)

- 𝑝𝑒 + 1, 2𝑝𝑒 − 1 ,⋯ , [ 𝑞′ − 1 𝑝𝑒 + 1, 𝑞′𝑝𝑒 − 1]에 있는 수를 각각 곱한 것도 𝑓(𝑝𝑒 − 1)

- [𝑞′𝑝
𝑒
+ 1, 𝑞′𝑝

𝑒
+ 𝑟′]에 있는 수를 곱하면 𝑓(𝑟′)

- 그러므로 모두 곱하면 𝑓 𝑝𝑒 − 1 𝑞′𝑓 𝑟′ (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)

- [1, 𝑛]에서 𝑝의 배수인 수
- 𝑝, 2𝑝, 3𝑝,⋯ , 𝑞𝑝

- 모두 곱하면 𝑝𝑞𝑞!이고, 𝑞!에 대한 문제로 바뀜

- 𝑞 ≤ 𝑛/𝑝이므로 log𝑝 𝑛단계만 거치면 됨
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이항 계수 (3)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒 - 𝑂(𝑝𝑒 + 𝑞(log 𝑛 + log 𝑝))

• 𝑛! = 𝑝𝑡𝑚 으로 표현할 때, 𝑡, 𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒 를 구하는 방법을 알아보자. (단, 𝑚은 𝑝와 서로소)
- 𝑛 = 𝑝𝑞 + 𝑟 = 𝑝𝑒𝑞′ + 𝑟′

- [1, 𝑛]에서 𝑝의 배수가 아닌 수 : 𝑓 𝑝𝑒 − 1 𝑞′𝑓 𝑟′ (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)

- [1, 𝑛]에서 𝑝의 배수인 수 : 𝑝𝑞𝑞!

- 𝑞! = 𝑝𝑡′𝑚′ 에서 (𝑡′, 𝑚′𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)를 알고 있을 때 (𝑡,𝑚 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)를 구하는 방법
- 𝑡 = 𝑞 + 𝑡′

- 𝑚 ≡ 𝑚′ 𝑓 𝑝𝑒 − 1 𝑞′𝑓 𝑟′ (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)

- 𝑓 𝑝𝑒 − 1 ≡ ±1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒) 라서 𝑞′ =
𝑛

𝑝𝑒
의 홀짝만 중요함

- 증명 생략

- 𝑓 0 , 𝑓 1 ,⋯ , 𝑓(𝑝𝑒 − 1)을 전처리하면 𝑂(1)에 계산 가능

- 전처리 𝑂(𝑝𝑒), 쿼리 𝑂(log 𝑛)
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이항 계수 (3)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒 - 𝑂(𝑝𝑒 + 𝑞(log 𝑛 + log 𝑝))

• 𝑛! = 𝑝𝑡1𝑚1, 𝑟! = 𝑝𝑡2𝑚2, 𝑛 − 𝑟 ! = 𝑝𝑡3𝑚3을 모두 계산했다고 하자.
• 𝑛𝐶𝑟 = 𝑝𝑡1−𝑡2−𝑡3 ×𝑚1 ×𝑚2

−1 ×𝑚3
−1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒)

• 전처리 𝑂(𝑝𝑒), 쿼리 𝑂 log𝑛 + log 𝑝

- 𝑓 0 , 𝑓 1 ,⋯ , 𝑓(𝑝𝑒 − 1) 계산 : 𝑂(𝑝𝑒)

- 𝑛! = 𝑝𝑡𝑚 계산 : 𝑂(log 𝑛)

- 곱셈 역원 계산 : 𝑂(log 𝑝)
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이항 계수 (3)
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이항 계수 (4)
𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑚

• 𝑚 = 𝑝1
𝑒1𝑝2

𝑒2⋯𝑝𝑘
𝑒𝑘 를 소인수분해하고

• 𝑛𝐶𝑟 𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑒를 구해서 CRT로 합치면 됨
• 끝!
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이항 계수 (4)
BOJ 14854 이항 계수 6

• nCr mod 142857을 구하는 문제
• 142857 = 33 * 11 * 13 * 37
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